Kapitel 17

Erfiillung von Randbedingungen
durch Symmetrieoperationen

17.1 Spiegelung an Ebenen

17.1.1 Spiegelung an einer Ebene

Aus der Elektrostatik ist die Methode der Spiegelung wohlbekannt: Eine Punktquelle befindet sich
vor einer Ebene, z.B. der Ebene z = 0. Léangs der letzteren soll die Dirichletsche Randbedingung
® ~ Gi(f,7') = 0 erfiillt sein. Dies erreicht man, indem man zur Greenschen Funktion
des freien Raumes G(7,7 ') einen Losung der homogenen Gleichung hinzufiigt, die einer am
Spiegelpunkt 7" angebrachten gleich starken Senke entspricht (s.Fig.17.1).
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Abbildung 17.1: Spiegelung der in 7’ befindlichen Quelle e an der Ebene z = 0 fiihrt zur Senke
—e am Spiegelpunkt 7.

Die Greensche Funktion zur Randbedingung;:
z=0: G =0 (17.1)

ist dann gegeben durch:

1 1 1
Gi(F,7') == Go(F7) — Go(F\F") = ( - > (17.2)




An z =0ist Ry = R_, daher G; = 0.
Zur Randbedingung:

0G3 0G3
? on 0z (17:3)
ist die Greensche Funktion G2 gegeben durch:
Gol7,7) = Go(F,7') + Go(FF") = — (o + — (17.4)
2\, . o\, o\, An R+ R/ .

Das gleiche gilt auch fiir Losungen der Helmoltz- oder der Diffusionsgleichung. Die Greenschen
Funktionen der Helmholtzgleichung im Halbraum z > 0 :

A Gi(F 7Y + k2 Gi(F, 7)) = —8(F—7"), —co<mzy<oo, z>0; i=1,2 (17.5)
zur Randbedingung :
220 =0, 282_y (17.6)
o T e '
ist also:
1 kR tkR_
GLQ(F,F/) = Go(ﬁf”) ¥ GO(F,F”) _ E < R+ T ia ) (17.7)

17.1.2 Homogene Randbedingung lings zweier paralleler Ebenen

Die Greensche Funktion (G; der dreidimensionalen Potentialgleichung in Zylinderkoordinanten

D, 0, 2 .
A Gl(ﬂ? ¢7z;pl7¢laz/) = - ; 5( ) (¢ ¢) (Z - Z) (178)

soll langs der Ebenen z = 0 und z = h die homogene Randbedingung:
z=0,h: G =0 (17.9)

erfiillen.

Nachfolgend werden eine Reihendarstellung und eine Integraldarstellung dieser Greenschen Funk-
tion abgeleitet; es werden die Auswirkungen der Singularitit an der Stelle 7 = 7/ auf die Konver-
genz dieser Darstellungen untersucht. Abschliefend wird die Konvergenz der Integraldarstellung
durch Extraktion der Singularitdt beschleunigt.

Die Reihendarstellung der Greenschen Funktion der Potentialgleichung

Die Eigenfunktionen der schwingenden Saite liefern eine Vollstandigkeitrelation, deren Terme die
obige Randbedingung erfiillen vgl. (s.Gl.(12.40)). Dieser entsprechend wird ein Reihenansatz fiir
(1 angesetzt:

Z n(nnz/h) sin(nwz'/h)
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Gi(p, b,z 0, ¢',2) = gnlp, @5 p',¢') sin(nmz/h) sin(nmz'/h).
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Mittels dieser beiden Reihen erhélt man aus obiger Differentialgleichung nachfolgende Differen-
tialgleichung fiir die Funktion g, (p, ¢; o/, ¢'):

0? 1 0 m? nm\2 1 , ,
o + sop 2 <h>} Gn = —;5(P—P)5(¢—¢)~

2



Dies ist die Differentialgleichung der zweidimensionalen zeitfreien Diffusionsgleichung (14.15) mit
k = nw/h, deren Losung g, (p, ¢;p', ¢') = Ko(nmP/h) /27 ist. Damit lautet die gesuchte Reihen-
darstellung der Gleichung (17.8) zur Randbedinung (17.9):

Gi(p, ¢,z 0,9, 2) = %Z Ko(nwP/h) sin(nmwz/h) sin(nmz’/h), (17.10)
n—1

mit

P o= @—a)2+y—y)? = Vp*—2pp cos(é— )+

Diese Funktion ist singulir lings der ganzen Strecke P =0 (& p=p A ¢ =¢'), 0 < 2 <
h; also nicht nur an der Stelle der natiirlichen Singularitit ”Aufpunkt = Quellepunkt.” Fiir
kleine P enthilt die Reihe zahlreiche Terme mit groflen Zahlenwerten, deren Vorzeichen durch
die Sinusse bestimmt werden. Hier besteht die Gefahr von Stellenverlust und daraus folgender
Ungenauigkeit. Fiir nicht zu kleine Werte von P ist die Konvertgenz ausgezeichnet, weil sich die
MacDonaldfunktion dann wie eine negative Exponentialfunktion verhilt (s. G1.(13.77)).

Die Integraldarstellung der Greenschen Funktion der Potentialgleichung

Die Vollstdndigkeitsrelationen der trigonometerischen bzw. der Besselfunktionen, Gln. (10.26)
bzw. (10.37):

o0

L sto— D sb—d) = = im(¢—d) /OO /
S8 =p)8(e—¢) = o m:ZOO e | AANAT () Tn(A0)
fithrt zu folgendem Ansatz fiir die Greensche Funktion Gjy:
YA A 1 — im(d—a¢") o N = /
Gi(p, ¢, z;p,¢',2") = o mz_:oo e ; dX A (Ap) I (Ap") Gm(2.2").

Setzt man diese beiden Ausdriicke in GL.17.8 und beniitzt die Besselsche Differentiagleichung,
ergibt sich folgende Differentiagleichung fiir den z-abhingigen Anteil:

[j; — /\2] gm(2.2") = = d(z—2")

mit der folgenden Randbedingung:
2=0,h: gm(z.2) = 0.

Die Funktion g,,(z.2") = wird nach der Methode der partikuléren Integrale bestimmt, vgl.G1.(12.15)
und das Notebook K12AnpGF.nb. Damit ergibt sich als die gewiinsche Integraldarstellung:

Gi(p,¢,20,¢,7) = (17.11)
) P gim(¢—¢') fooo d\ Jm(Ap) i (Ap') sinh(Azo) Sinh[A(h—z>)]m.

2T m=—o0
Fiir p/ = 0 bleibt nur der Term mit m = 0 {ibrig. Ersetzt man dann p’ durch
P = /(z—2)+(@y—vy)2 = /p>—2pp cos(¢ — ¢') + p? ergibt sich eine zur vorigen Formel
gleichwertige Darstellung

1 o
Gi(p, o,z 0,9',2)) = Py d\ Jo(AP) go(z,2), (17.12)
T Jo
1
/ _ : 3 — -
go(z,2") = sinh(Az<) sinh[A\(h Z>)]sinh()\h)‘ (17.13)



Fiir die Konvergenz der obigen Darstellungen sind die Integrale iiber A und in diesen wieder
die hyperbolischen Funktionen zustindig. go wird umgeformt, indem die hyperbolischen durch
Exponentialfunktionen ersetzt werden; anschlieBend werden Zahler und Nenner mit dem Faktor
e~ M duchmutipliziert:

1e—>\(2>—2<) _ e—A(2>+Z<) _ e—)\(2h—z>—z<) + e—)\(2h—z>+z<)

no_
go(z,2") = 3 oo (17.14)

Man sieht sofort, dass die erste Exponentialfunktion des Zahlers fiir 2~ = z. den Wert 1 annimmt;
dann konvergiert gg fiir grosse A gegen 1/2 und tréigt nichts mehr zur Konvergenz des Integrals bei.
Die Besselfunktion Jy(AP) bringt einen Faktor 1/v/A und einige Oszillationen. Die Konvergenz
des Integrals ist nicht verhanden oder sehr schlecht, wenn |25 — z<| = 0 oder sehr klein ist. Das
Verhalten von go(z, z’) wird im Notebook AM17-1-2,nb auch graphisch gezeigt. Die Singularitét
” Aufpunkt = Quellpunkt” wirkt sich also in der ganzen Ebene z = 2z’ und deren Umgebung aus.

Analoge Schwierigkeiten resultieren aus der zweiten Exponen fiir 2= = z. = 0, bzw. aus dem
dritten fiir 2~ = 2. = h. Die vierte Exponentialfunktion konvergiert immer fiir 0 < 2, 2’ < h.

Verbesserung der Konvergenz der Integraldarstellung

Die Konvergenz des Integranden von Gl.(17.13) wird verbessert, indem von gg drei Exponential-
funktionen abgezogen werden, die dem asymptotischen Verhalten (fiir grosse \) der drei gefiihr-
lichen Exponentialfunktionen entsprechen. Man erhélt dann:

gc(z7 Z/) — go — % |:67A(Z>72<) _ 67A(Z>+Z<) _ eiA(2h72>72<)
—A2h—2>+42<) —A2h+z>—2<) _ ,—A2h+zs+2<) _ —AN4dh—2>—2<)
= £ e c c . (17.15)
2(1 —e=2Y)
Damit ergibt sich fiir G folgende neue Integraldarstellung:
1 (0.9}
Gilp &y 20,02 = o A\ Jo(AP) ga(z,2"),
T Jo
ga(Z7Z/) — 90(27 Z/) + % |:ef)\(z>fz<) _ ef)\(z>+z<) _ e*)\(Qh*Z>*Z<) .

Die drei Integrale, die aus der rechteckigen Klammer resultieren, entsprechen dem Sommerfel-
dintegral (s. S.16.13 unten) mit k£ = 0; s. auch Ende des Notebooks AM17-1-2,nb

Gi(p, ¢, 20,0, 2') = 50 [0 dA Jo(AP) ge(2,2') + (17.16)
1 B 1 B 1
+47r\/(/€P)2+(z> —z<)? 47T\/(NP)2+(Z> +2z2<)? 47r\/(nP)2+(2hfz> —z0)?’

Das Integral mit g. konvergiert rasch und verlésslich fiir alle z, 2’ € [0, k], s. Notebook AM17-1-
2nb .

Die drei Terme in der zweiten Zeile geben jeder das Potential einer Quelle bzw. Senke im freien
Raum. Sie ensprechen der urspriinglichen Quelle und je einer Senke, die aus der Quelle durch
Spiegelung an einer Platte hervorgehen. Wie im n#chsten Paragraph angedeutet wird, kann man
die Greensche Funktion fiir eine Quelle zwischen den beiden Platten durch eine unendliche Kette
von Quellen und Senken ausdriicken. Die Integraldarstellung stellt deren Summe dar. Durch das
obige Subtraktionsverfahren wurden die Beitrége der Quelle, die im Definitionsbereich liegt, und
die der Bilder, die die Rénder des Definitionsbereichs beriihren kénnten explizit beriicksichtigt.
Die anderen Bilder sind im verbleibenden Integral enthalten; diese kénnen aber nicht an den
Definitionsbereich herankommen und daher kein mathematisches Unheil anrichten.



Erstellung einer Reihendarstellung durch Spiegelung

-3h -2h -h 0 h 2h 3h 4h

Abbildung 17.2: Die Einheitsquelle befindet sich zwischen den beiden Platten, die bei z = 0, h angebracht
sind. Die Dirichletsche Randbedingung auf diesen wird durch ein unendliches Spiegelungsverfahren erfiillt.
Zuerst spiegelt man die Quelle an jeder der beiden Platten, diese Spielgelbilder dann wieder an jeder
der beiden Platten und sofort. Das Potential der Quelle zwischen den beiden Platten mit Dirichletscher
Randbedingung ist dann im Bereich [0, k] dquivalent dem Potential des vollen Systems reale Quelle und
alle Bilder ohne Platten.

Man kann die Greensche Funktion fiir eine Quelle zwischen den beiden Platten konstruieren,
indem man die Quelle an jeder der beiden Platten spiegelt, und dann diese Spiegelung fiir die
Quellen bzw. Senken und die Platten in beiden Richtungen unendlich oft fortsetzt. Dies wird
in der Bildunterschrift zu Abb.17.2 erldutert. Die daraus resultierende Reihe ist eine unendliche
Summe von Termen des gleichen Typs wie in der letzten Zeile von GlL.(17.16); sie ist nur be-
dingt konvergent; daher ungeeignet fiir numerische Berechnungen; und ihre Summation erfordert
besondere Sorgfalt.

17.2 Spiegelung an der Kugel

Losungen der Potentialgleichung, die homogene Randbedingungen auf einem Kreis (im zweidi-
mensionalen Fall) oder auf einer Kugel (im drei- oder mehrdimensionalen Fall) erfiillen, kénnen
ebenfalls durch Spiegelung an dieser Randkurve oder -fliche aufgestellt werden. Der wesentliche
Unterschied gegeniiber dem ebenen Fall ist aber, dass die Gréfle der Bildladung auch vom Radius
der Kugel abhéngt.

Durch die Spiegelung an der n-dimensionalen Kugel (= Kreis fiir n = 2) vom Radius a :

2
r— & (17.17)
r
entsteht aus einer Losung der Potentialgleichung
020
Ad = - = 0, (17.18)
i=1 Or;

also aus einer harmonischen Funktion, wieder eine harmonische Funktion. Dieses Resultat
dient zur Berechnung der Lésung von Problemen, bei denen Quellen innerhalb oder ausserhalb
eines Kreises oder einer Kugel liegen und homogene Randbedingungen auf diesen Réndern vor-
geschrieben sind. Eine wichtige Anwendung betreffen Punkt- bzw Linenladungen innerhalb oder
ausserhalb metallischer Kugeln bzw. Rohren.



Satz:
n = 2: Ist u(x,y) harmonisch, dann ist auch

x
v(z,y) = C u(a’ 5 a? %) mit 7% =2?+¢y* und C = const.
r r
harmonisch.
n = 3: Ist u(x,y, z) harmonisch, dann ist auch
c 2 X 92 Y 2 2 : 2 2 2 2
v(r,y,2) = — u(a 5, @7 —, a 7) mit 7 =x"+y“+2z* und C = const.
r r r r
harmonisch.

n = n: Ist u(zy, zg, ..., &) harmonisch, dann ist auch

— 2z 2z 2z
V(T1, T2, 0, Tp) = iz u( a® 73, a® 3, a3
mit r?=2%+22+..+22 und C = const.
harmonisch.

Beweis:

Der obige Satz wird fiir n = 2 und 3 bewiesen. Dazu definieren wir:

p = (17.19)
und berechnen nach der Kettenregel der Differentiation:

9  op 0 a? 0 p> 0

Fiir n = 2 werden die Koordinaten im Laplaceoperator und in der Losung unter Benutzung von

(17.20) auf Polarkoordinaten umgerechnet (wir benutzen dabei fiir die verschiedenen Funktions-
operatoren den gleichen Buchstaben wu):

C 0 (2 _
z=rcosg, y=rsing:  u@y) — ulre), v=ula®/r,e)=ulp ).
4 4 | 02 190 1 92 _ 4 110 du 1 9%u | .
rt Au = v [aerr;WJrﬁa?}“*T;{m(rm) *W}v
pd 1.0 () dv) & p (2o a2 (_pou)| = o 0 (,0u

r Or or ot a2 a2 ) 9p | p a? dp — p Op P op )
4 1 0% — a® P> 9u — at %u.
72 9p2 = ot aF 92 = 0 02

rd Arpv = = a4AM, U

Fiir n = 3 werden die Koordinaten im Laplaceoperator und in der Losung auf Kugelkoordina-

ten umgerechnet (wir benutzen dabei fiir die verschiedenen Funktionsoperatoren den gleichen
Buchstaben u):

x =7 sinY cosp, y=r sind sinp, z = r cosd:

w(z,y,2) — ulr,d,9), vi=2u(C,9,0) =2 u(p,v,p).

Unter Benutzung von (17.20) und von

2
g: 2288p<p )



wird ausgerchnet:

5 Aqg — o5 |02 290 1 v72 — 5 1|0 (2 du 2 ..
o Au = r [—Jr;a—Jr—QVmO}u—r T—Q{W(T W)+V197@u},

or? r r
PEECR) = wa(-a) 5 s (- 5hGw)] =25 = w5 (%)
o %2 V?M;u = ‘% s—j meju = Z—Q 129%?“’
o Aryo v = = a5Ap719#, u.

Bei n Dimensionen werden n-dimensionale Kugelkoordinaten eingefiihrt. Die Umrechnungen er-
folgen analog.

Eine Punktquelle vor einer Kugel

Eine Punktquelle sitzt vor einer Kugel. Das Potentialm damit die Greensche Funktion G soll
auf der Kugel Null sein. Ein Beispiel wére eine Ladung vor einer geerdeten Metallkugel.

Abbildung 17.3: Die Quelle der Stirke e = 1 hat den Abstand r’ vom Mittelpunkt 0 der Kugel; auf
deren Oberfléche ist die Dirichletsche Randbedingung G1 = 0 vorgeschrieben. Diese wird befriedigt durch
Hinzufiigen einer Bildladung geeigneter GroBe e”, die vom Kugelmittelpunkt 0 den Abstand 7" = a?/r’
hat.

Gemifl dem obigen Satz kann das Problem durch Hinzufiigen des Potentials v einer Senke (Spie-
gelladung) geeigneter Grofie e” zum Potential u der urspriinglichen Quelle der Stéirke e = 1 gelost
werden; dabei muss diese Senke im Spiegelpunkt r” = a?/r’ angebracht werden. R’ bzw. R" sind
die Abstinde der beiden Quellpunkte vom Aufpunkt A:

R'(r) = V12— 27 e+ 12, R'(r) = V2 =27 e+1"2 ¢ = cos©, © = J A0Q.

(17.21)
Das Potential der Quelle ist:
1
= = 17.22
Go N IeS u(r, ©) (17.22)
GeméB dem obigen Satz (n = 3) ist die zweite Losung:
a 1 a 1 1 a 1
o - ®ut/ire - a1 Lla . (17.23
U(ra ) r U(CL /Ta ) dn r R/(ag/r) Ar r \/(14/7"2 — o a2/r T 7“/2 ( )
1 1 1 7 1
- : =L _ (17.24)
4 \/a2—20r’7“+r27“2/a2 A a \r2 = 2er'r 4 "2
17 1
= — — . 17.25
A7 a R'(r) ( )

Deren Singularitit ist in 7", also innerhalb der Kugel, daher ausserhalb des Definitionsgebiets
r > a von Gj. v(r,®) ist also eine Losung der homogenen Gleichung. G besteht aus:

Gi(r,r',0) = u(r,0) + C v(r,0).



Die Wert der Konstanten C' = — 1 ergibt sich aus der Randbedingung an der Kugeloberfldche:

r=a: 0 = 47 G1(a,r",0) ~ u(a,0) + C v(a,0) ~ (1—1—6‘)/\/@2 — 2car’ + r'2

Die endgiiltige Gestalt der Greenschen Funktion G ist also:

1 1 7 1
G ') = —— - — — — =

O = TR I a B

(17.26)
B 1 1
dr Vr2 =27 rlc+ 12 A \Ja2 =27 e+ 122 a2
¢ = cosO. Aus der ersten Zeile der obigen Formel ersieht man, dass die Spiegelladung zur
Quellstiirke e = 1 des ersten Terms den Wert ¢’ = —e 7" /a haben muss.

Befinden sich die Quelle an der Stelle 7/,60’, ¢’ und der Aufpunkt an der Stelle 7,0, ¢, dann
ist ¢ = cos@ cos@ + sinf sinf cos(¢p — ¢') zu setzen. Dies beweist man, indem man die
Quelle in den Punkt (0,0,7') dreht und die Invarianz des inneren Produktes der Vektoren 7 =
7 (sinf cos¢,sinf sing,cosf) und 1’ = 1’ (sin® cos¢’,sin@’ sin¢’,cos#) benutzt:

-
/

7o =rrec=rrcos® = ro (cos@ cos® + sinf sin@’ cos(qb—qb')) = inv.

Aus dem Potential ®(r,0) = e G1/ep ergeben sich die radiale Feldstéirke F, und die normierte
Oberflichenladungsdichte gema$ :

/
B — o e 0Gy n(O.1) = a® eoE, o2 oGy a(r? — a?)
r = — A = — — 4 = — = —_— = — .
or gg Or'’ ’ e or 47 (r'2 — 2car’ + a?)3/2
-n r'/a = 1.1 -n r'/a =1.5, 2, 3
0.8
15
12.5 0.6
10
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3 0.2
2.5
(€] ¢S]
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Abbildung 17.4: Die normierte Oberflichenladungsdichte 7(©,7’) fiir verschiedene Werte des
Radius 7’ der Ladung @ in Abhéngigkeit vom Polarwinkel ©.

Anwendung der Inversion auf die Helmholtzgleichung

Wendet man die Spiegelung an der Kugel vom Radius r = a auf die Helmholtzgleichung an, dann
entsteht eine neue Differentialgleichung, z.B. im dreidimensionalen Fall:

r — a?/r a®
A+ r)d =0 "% (A + = k:2) ® (17.27)
r

Deswegen ist diese Spiegelung fast nur bei Laplacegleichung mit Nutzen verwendbar.



